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DES CATE´GORIES A` LA CATE´GORISATION
Pascal BOLDINI1
re´sume´ – Cet hommage est l’occasion d’un retour me´lancolique sur les the´matiques qui nous
ont occupe´s Jean-Pierre Barthe´lemy et moi au cours des anne´es 1990 a` Te´le´com Bretagne. Qu’elles
se soient focalise´es sur les rapports entre cate´gories naturelle et logique n’a rien de surprenant quand
on sait que Jean-Pierre a e´te´ forme´ au sein de l’e´cole franc¸aise de the´orie des cate´gories, et que
ses premiers articles e´taient consacre´s a` la logique cate´gorique naissante. C’est le cheminement
de cette conception tout a` fait spe´cifique du rapport entre logique et structures qui est e´voque´ ici a`
travers l’analyse d’une recherche dont il a e´te´ le bienveillant directeur.
mots cle´s – Cate´gories, Cate´gorisation, Esquisses, Logique interne, Piaget, Topo¨ı.
summary – From categories to categorization
This tribute is the opportunity for a melancholic return to topics with which we were occupied,
Jean-Pierre Barthe´lemy and myself, during the 90’s at Te´le´com Bretagne. It is hardly surprising
that we focused on the relationship between natural categories and logic, given that Jean-Pierre was
trained within the French school of category theory, and that his first papers belonged to the growing
field of categorical logic. Analysing the research pursued under his benevolent direction, I will trace
the influence of this specific approach to logic and structures.
keywords – Categories, Categorization, Internal logic, Piaget, Sketches, Toposes.
1. ESQUISSES
Jean-Pierre Barthe´lemy a e´te´ forme´ a` Paris 7 aupre`s de Charles Ehresmann ; sa the`se
de troisie`me cycle avait pour sujet les « Esquisses pointe´es »[Barthe´lemy, 1971]. On
ne peut e´videmment pas mentionner ce titre sans avoir une pense´e pour le peintre
qui, bien plus tard, dans la veine de l’abstraction lyrique, allait nous e´tonner par ses
tableaux si puissants.
Pour en revenir a` cette pe´riode de formation, il faut tout d’abord e´voquer la
figure de Charles Ehresmann. Spe´cialiste de topologie et de ge´ome´trie diffe´rentielle,
membre du groupe Bourbaki, Charles Ehresmann utilise depuis longtemps les no-
tions cate´goriques issues de la topologie alge´brique, mais son approche n’en demeure
pas moins tre`s spe´cifique.
1Institut des Sciences Humaines Applique´es (ISHA), Universite´ Paris-Sorbonne, Maison de la
Recherche, 28 rue Serpente 75006 Paris, et Centre d’Analyse et de Mathe´matique Sociales (CAMS-
EHESS), 190 avenue de France 75244 Paris cedex 13, pascal.boldini@paris-sorbonne.fr
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En 1966 (. . . ) Ehresmann introduit les esquisses, tre`s voisines des
cate´gories marque´es de Chevalley, puisque ce sont des « graphes multipli-
catifs » marque´s de coˆnes. Il n’explicite pas du tout le lien avec les sites
et cate´gories de faisceaux, car il faut dire que son point de vue est tout
autre que celui de Grothendieck. En effet, Ehresmann (. . . ) pre´fe`re tou-
jours les calculs et descriptions « dessine´es » par de petits diagrammes
bien visuels. (. . . ) Ainsi, pour lui une cate´gorie est d’abord un graphe
oriente´, plus une loi de composition des paires de fle`ches conse´cutives :
vers 1965 cela fait une diffe´rence entre lui et les autres cate´goriciens . . .
[Guitart, 1980]
Jean-Pierre Barthe´lemy a entie`rement he´rite´ de cette conception diagrammatique
des cate´gories. C’e´tait d’ailleurs sa manie`re spontane´e de donner au novice l’intuition
de ce qu’e´tait une cate´gorie : quelque chose situe´ entre l’ordre partiel, cate´gorie riche
en objets et pauvre en fle`ches, et le mono¨ıde, cate´gorie pauvre en objets et riche en
fle`ches,
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figure 1. Ordre partiel vs mono¨ıde
Cependant, on s’en doute, la the´orie des esquisses, c’est beaucoup plus que
cela. Une esquisse est l’e´quivalent graphique d’une the´orie au sens de la the´orie
des mode`les, puisque les structures alge´briques concre`tes en sont d’une certaine
manie`re les instanciations. A` titre d’exemple, la Figure 2 est l’esquisse d’un mono¨ıde
[Coppey, 1992].
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figure 2. Esquisse d’un mono¨ıde
En effet, ce petit graphe re´sume a` sa fac¸on tout ce dont on a besoin pour par-
ler d’un mono¨ıde quelconque M . Il nous faut exprimer trois ide´es : l’existence
d’une loi de composition interne, l’existence d’un e´le´ment neutre, et la proprie´te´
d’associativite´. Ainsi les objets S0, S1, S2, S3 sont respectivement interpre´te´s par
∅, M , M2 et M3 ; la fle`che e est interpre´te´e par l’e´le´ment neutre, les fle`ches p1,
p2, q1, q2, q3, r1, r2 par les diverses projections, les fle`ches k, k1, k2 par les diverses
fac¸ons de mettre en œuvre la composition interne ; et enfin, les proprie´te´s attendues
correspondent a` la commutativite´ de certains sous-diagrammes.
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2. LOGIQUE ET CATE´GORIES
On le voit, Jean-Pierre Barthe´lemy a e´volue´ au sein d’une e´cole ou` logique et
cate´gories rivalisent dans leur pre´tention a` capturer l’essence des structures mathe´ma-
tiques. Cependant, et c’est tout a` fait remarquable – bien qu’e´nigmatique pour moi
aujourd’hui, faute d’avoir eu a` l’e´poque la culture suffisante pour poser les bonnes
questions – les deux articles [Barthe´lemy, 1973, 1974] s’inscrivent dans le champ
alors naissant de la logique cate´gorique anglo-saxonne.
2.1. la logique cate´gorique
Dans cette approche, il ne s’agit pas tant de concurrencer les formalismes logiques,
que de les analyser de manie`re cate´gorique, c’est-a`-dire de les caracte´riser ou les
classifier en fonction des constructions cate´goriques qu’ils instancient. Jean-Pierre
s’inscrira explicitement dans la ligne´e des travaux de Joachim Lambek [1968, 1969,
1972] qui caracte´risent les syste`mes de´ductifs en termes cate´goriques.
On peut se faire tre`s simplement une ide´e de cette approche cate´gorique de la
logique, et de sa productivite´, en conside´rant les exemples de la conjonction et de
la disjonction propositionnelle.
Du point de vue de la de´monstration, si A et B sont deux symboles de proposi-
tions, on peut affirmer trois choses a` peu pre`s e´videntes :
1. la forme « normale » d’une de´monstration de la conjonction A ∧ B est un
couple (a, b) forme´ d’une de´monstration a de A et d’une de´monstration b de
B ;
2. d’une de´monstration de A∧B on doit pouvoir extraire une de´monstration de
A et une de´monstration de B ;
3. si une de´monstration de A∧B est « normale » sous la forme d’un couple forme´
d’une de´monstration a de A et d’une de´monstration b de B, les ope´rations
d’extraction e´voque´es doivent nous redonner les de´monstrations initiales de A
et B se´pare´ment.
On retrouve ces trois exigences formalise´es dans tous les syste`mes de preuve sous
forme de re`gles d’introduction, d’e´limination, et de re´duction2.
- Introduction
a : A b : B
∧-intro
(a, b) : A ∧B
- Elimination
c : A ∧B ∧-elimg
p(c) : A
2La notation a : A signifie que a est une preuve de A.
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c : A ∧B
∧-elimd
q(c) : B
- Re´duction
Soit(a, b) : A ∧B, alors p((a, b)) = a : A et q((a, b)) = b : B
Si l’on repre´sente les de´monstrations par des fle`ches et les propositions par les
objets d’une cate´gorie, les exigences formule´es ci-dessus ne sont rien d’autre que les
proprie´te´s d’universalite´ d’une limite projective (ramene´e dans ce cas au produit de
deux objets) qui s’expriment par la commutativite´ du diagramme ci-dessous.
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figure 3. Limite projective
Si l’on inverse le sens des fle`ches, et c’est la` toute la beaute´ de l’abstraction
cate´gorique, on obtient le diagramme d’une limite inductive qui s’interpre`te na-
turellement en termes de the´orie de la de´monstration.
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figure 4. Limite inductive
On retrouve dans ce cas les re`gles usuelles d’introduction, d’e´limination, et de
re´duction pour la disjonction propositionnelle, c’est-a`-dire pour le raisonnement par
cas :
- Introduction
a : A ∨-introg
i(a) : A
b : B
∨-introd
j(b) : B
- Elimination
[x : A] [x : B]
...
...
c : C d(x) : C e(x) : C
∨-elim
cases(c, (x)d(x), (x)e(x)) : C
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- Re´duction
cases(i(a), (x)d(x), (x)e(x)) = a : A cases(j(b), (x)d(x), (x)e(x)) = b : B
Ces deux exemples donnent une ide´e de l’analogie profonde qui existe entre
constructions cate´goriques et formes de la de´duction logique. Cette analogie sera
exploite´e des points de vue logique et cate´gorique. Du point de vue logique, les
langages formels de preuve – comme le syste`me F de Girard [1989] – trouveront dans
les structures cate´goriques les se´mantiques de´notationnelles qui leur font souvent
de´faut dans le cadre ensembliste classique ; du point de vue cate´gorique, on pourra
pour certaines cate´gories de´finir un langage qui permet de raisonner sur les objets
et morphismes de la cate´gorie comme s’il s’agissait d’ensembles et de fonctions.
C’est e´videmment ce dernier point de vue qui exercera une profonde influence
sur la conception de la logique de Jean-Pierre Barthe´lemy. La the´orie des topo¨ı3
[MacLane, 1992], de´veloppe´e a` partir des travaux de William Lawvere, a donne´
corps a` l’ide´e qui veut que l’on puisse de´finir a` partir de la structure, le langage
logique qui permet de la de´crire. Techniquement cela passe par la de´finition d’un
langage, le langage interne, et d’une se´mantique, la se´mantique de Kripke-Joyal
[Lambek, Scott, 1986] qui, dans l’esprit de la se´mantique de Kripke pour la logique
intuitionniste, permet d’interpre´ter les formules du langage interne par des proprie´te´s
de la cate´gorie. Par exemple, la cate´gorie des ensembles (classiquement conc¸us) est
dote´e d’une structure de topos boole´en qui fait que sa logique intrinse`que est la
logique classique. D’un autre coˆte´ l’existence de topo¨ı non-boole´ens, tel que la
cate´gorie des faisceaux sur un espace topologique, permet de donner sens a` des
notions non classiques d’ensemble (dans ce cas, des ensembles variant continuement
au dessus de l’espace topologique).
2.2. le constructivisme
Les travaux expose´s dans [Barthe´lemy, 1973, 1974] utilisent donc le raisonnement
cate´gorique pour prouver des proprie´te´s logiques. Le premier re´sultat est un the´ore`me
de comple´tude pour le calcul propositionnel classique. Il montre que l’on peut de´finir
l’ensemble des tautologies comme les unite´s d’une cate´gorie particulie`re dont l’image
par un foncteur est l’objet 1 de la cate´gorie de Boole (1← 0), et que cet ensemble
co¨ıncide avec l’ensemble des propositions ou objets de´montrables, de´finis quant a` eux
comme les unite´s vers lesquelles pointent une fle`che, c’est-a`-dire une de´monstration,
a` partir d’un objet terminal.
Le deuxie`me re´sultat concerne la notion de re´futabilite´. Cette notion logique est
tre`s importante du point de vue constructif, car elle permet une interpre´tation cons-
tructive de la logique classique. Plus pre´cise´ment, d’apre`s le the´ore`me de Glivenko,
nous savons qu’une proposition A est de´montrable classiquement si et seulement
sa double ne´gation ¬¬A est de´montrable en logique intuitionniste, c’est-a`-dire si
et seulement si ¬A peut eˆtre re´fute´e par une de´monstration constructive. Dans
l’article [Barthe´lmy, 1974], Jean-Pierre prouve par des techniques cate´goriques tre`s
3L’exemple paradigmatique de topos est la cate´gorie des faisceaux au dessus d’un espace
topologique.
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sophistique´es que le calcul de re´futabilite´ n’est pas perturbe´ si l’on remplace une
collection de propositions de´clare´es comme fausses par une seule proposition.
Cet inte´reˆt des cate´goriciens pour les notions constructives n’est pas accidentel, et
il se de´cline selon les deux types de rapport entre logique et cate´gories pre´ce´demment
e´voque´s. De`s l’origine, la notion de cate´gorie permet de relativiser les notions en-
semblistes classiques, puisque la cate´gorie des ensembles n’est apre`s tout qu’une
cate´gorie parmi les autres, et en outre cate´goriquement bien de´termine´e. La the´orie
des topo¨ı de´ja` e´voque´e nous permet d’envisager d’autres univers mathe´matiques qui
diffe`rent de l’univers familier par les constructions universelles qu’ils autorisent et
dont en ge´ne´ral la logique est intuitionniste.
Cette dimension du rapport entre logique et cate´gories qui privile´gie les « grosses »
cate´gories ne doit pas faire oublier l’autre approche, celle de la the´orie des esquisses,
franc¸aise certes et minoritaire, mais profonde´ment constructiviste, ou` comme le dit
Pierre Ageron, « l’accent est mis sur la progressivite´ des constructions de structures
par agrandissement des esquisses » [Ageron, 2002].
2.3. la primaute´ des structures
Jean-Pierre ne s’est jamais e´carte´ du point de vue cate´gorique en ce qui concerne la
logique : les langages et syste`mes logiques ne sont pas des cre´ations pures en queˆte
de se´mantiques ensemblistes ou cate´goriques, mais au contraire ils doivent e´merger
des structures mathe´matiques.
Mais il importe aussi de comprendre que pour Jean-Pierre cette conviction ne
venait pas uniquement de sa profonde connaissance des subtilite´s techniques de la
logique cate´gorique. Elle a trouve´ de puissantes motivations dans les activite´s de
mathe´maticien applique´ qui l’ont occupe´ apre`s ces anne´es de formation.
D’autres que moi de´veloppent dans ce nume´ro l’importance de ses travaux dans
le domaine de la classification. On peut dire, et c’est un euphe´misme, qu’il n’avait
jamais e´te´ convaincu par les approches logiques dans ce domaine, et tout parti-
culie`rement lorsqu’il s’agissait des logiques floues. Cette suspicion ne venait pas
d’un attachement visce´ral a` la logique classique, au contraire, le fin connaisseur de
la logique des topo¨ı savait trop bien que le caracte`re, classique ou pas, est fonda-
mentalement de´termine´ par l’univers mathe´matique, la cate´gorie, dans laquelle on
travaille. Qu’en ge´ne´ral, la logique des topo¨ı soit une logique intuitionniste d’ordre
supe´rieur suffit a` se de´prendre des illusions du classicisme ; non, ce qu’il n’aimait
pas dans la logique floue, c’est le caracte`re inde´termine´ de ce formalisme situe´ entre
syntaxe et se´mantique, entre logique et the´orie des probabilite´s.
En re´sonnance avec ces « choses de la logique », et plus pre`s de « la logique des
choses », les fructueuses collaborations que Jean-Pierre a mene´es avec des psycho-
logues comme Danie`le Dubois ou E´tienne Mullet sur divers mode`les de cate´gorisation
cognitive, l’ont de´finitivement convaincu que l’organisation cate´gorielle est fonda-
mentale, et que si logique naturelle il y a, elle ne peut que de´river de cette struc-
turation premie`re.
C’est la constitution dans les anne´es 1990 du GDR Sciences cognitives de Paris
qui fournira le cadre institutionnel dans lequel Jean-Pierre pourra de´velopper ces
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the´matiques et effectuera a` travers un certain nombre de nos travaux communs son
retour a` la the´orie des cate´gories.
3. PROTOTYPES ET CATE´GORIES
Les sciences cognitives se sont institutionnalise´es en France a` partir des anne´es 1980,
c’est-a`-dire plus de vingt ans apre`s les E´tats-Unis. La critique du chomskysme, de
l’Intelligence artificielle symbolique, bref de tout ce qui est fonde´ sur la logique ou
les syste`mes de re`gles avait entre-temps fait son chemin. L’ambiance the´orique e´tait
donc plus ouverte aux neuro-sciences, aux mode`les connexionnistes, a` tout ce que
l’on appellera le « sub-symbolique ».
Il est a` noter que cette dernie`re expression n’e´tait pas sans ambigu¨ıte´, et servait
plus a` de´signer le rejet du logicisme et l’engouement pour certaines techniques,
comme les re´seaux de neurones formels, que l’adhe´sion a` un programme scientifique
bien de´limite´. En ce qui concerne la psychologie cognitive, le rejet du logicisme se
traduira par une attention particulie`re porte´e aux me´canismes pre´conceptuels, la
cate´gorisation au premier chef.
Dans ce domaine, la the´orie du prototype de´veloppe´e par Eleanor Rosch e´tait
une des plus influentes [Rosch, 1973, 1978]. L’ide´e qu’une cate´gorie soit struc-
ture´e par les relations de proximite´ avec un e´le´ment central – le prototype – plutoˆt
que par la satisfaction d’un certain nombre de proprie´te´s essentielles, ne pou-
vait que se´duire Jean-Pierre qui a` cette e´poque de´veloppait avec Alain Gue´noche
[Barthe´lemy, Gue´noche, 1991] les outils the´oriques et algorithmiques permettant de
penser la constitution de classes a` partir de divers indices de similarite´ ou de proxi-
mite´. Le mode`le de typicalite´ pre´sente´ dans [Barthe´lemy, 1991] de´coule entie`rement
de ces travaux.
3.1. un the`me pragmatique
Cette approche de la classification qui repose sur le jugement des agents sans re-
courir a` un ensemble de traits descriptifs explicites, s’e´loigne e´videmment d’une
approche pour laquelle Jean-Pierre avait beaucoup d’affection : l’Analyse formelle
des concepts de Rudolf Wille [1982].
Dans ce cas, on part d’un tableau 0/1 repre´sentant des objets de´crits par des
traits, et on extrait un treillis de « concepts » de´finis comme rectangles maximums
de 1, a` re´ordonnement pre`s des lignes et des colonnes. Le cate´goricien ne pouvait que
s’y retrouver puisque les « concepts « ainsi obtenus satisfont a` travers leurs intensions
(Int(A) est l’ensemble des traits qui caracte´risent le concept) et extensions (Ext(A)
est l’ensemble des objets qui tombent sous le concept) la jolie correspondance de
Galois Ext(A) ⊂ Ext(B) ⇔ Int(A) ⊃ Int(B), qui en plus de formaliser la relation
bien connue depuis la Logique de Port Royal [Arnauld, Nicole, 1662], offre un exemple
particulie`rement clair d’adjonction entre foncteurs au sens cate´gorique du terme.
Il n’en reste pas moins que l’utilisation de traits descriptifs arbitraires ne re´pond
pas aux exigences d’une the´orie un tant soit peu re´aliste de la cate´gorisation. Si la
critique des syste`mes a` base de re`gles e´tait devenue dominante dans les milieux de
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l’Intelligence artificielle et des Sciences cognitives, ce n’est pas seulement en raison
des e´checs conjoncturels des premie`res tentatives de traduction automatique ou a`
cause du ce´le`bre rapport de Marvin Minsky et Seymour Papert [1971] ; la critique
vient de plus loin.
Si l’on doit citer un nom, c’est indiscutablement celui de Ludwig Wittgenstein.
Sa critique radicale, de´sormais classique, de la notion de re`gle ruine tout espoir de
rendre compte de nos pratiques, dans quelque domaine que ce soit, comme re´sultant
de l’application d’un nombre de´termine´ de re`gles aussi complexes soient elles. Il
faut de fait inverser la perspective : le niveau pratique est de´finitivement premier
dans l’ordre de l’explication. Cela ne veut pas dire qu’il n’y ait pas de pratiques
fonde´es sur des re`gles, et a fortiori sur l’application consciente de re`gles, cela veut
dire que meˆme dans ces cas -la`, il y a un niveau pratique ine´liminable, qui de´termine
le contenu normatif des jugements sur la bonne ou mauvaise application des re`gles.
Ce the`me de nature philosophique se rattache au pragmatisme ame´ricain, meˆme
si Wittgenstein ne fait gue`re re´fe´rence a` Charles S. Peirce, William James ou John
Dewey. Il faudra attendre Robert Brandom et son monumental Making It Explicit
[Brandom, 1994] pour que la critique wittgensteinienne trouve sa juste place dans
cette tradition.
Il va de soi que je ne de´crirai pas Jean-Pierre comme un pragmatiste au sens
philosophique du terme, je pense bien au contraire que, dans le domaine particulier
des mathe´matiques, sa philosophie e´tait tre`s e´loigne´e de toute forme de convention-
nalisme. De fait, comme la plupart des working mathematicians, il e´tait re´aliste,
meˆme si sa formation de cate´goricien le faisait pencher vers un re´alisme des struc-
tures plutoˆt que des objets. En outre on ne peut nier que Jean-Pierre a contribue´, en
the´orie de la de´cision, au de´veloppement de mode`les multi-attributs dont le but est
pre´cise´ment de mettre en e´vidence des re`gles utilise´es par des experts lors de leurs
choix [Barthe´lemy, Mullet, 1985]. Pour autant on peut dire que le souci pragmatique
e´tait chez lui constant, au sens ou` il n’a jamais confondu le recours ne´cessaire a` des
re`gles explicites pour expliquer une pratique, avec les fondements de cette pratique.
3.2. objets et attributs : une correspondance fonctorielle
L’insatisfaction e´prouve´e face aux mode`les qu’il qualifiait de « dualistes »– parce
que chaque ope´ration dans le monde des objets est entie`rement de´termine´e par une
ope´ration dans le monde des attributs et vice versa – l’a amene´, dans le domaine
de la cate´gorisation, a` explorer les principes abstraits d’une correspondance entre
objets et traits descriptifs qui prenne en compte de l’autonomie relative des deux
cate´gories.
En d’autres termes, il s’agissait de prendre au se´rieux le fait que des relations
entre objets comme la repre´sentativite´ ou la typicalite´ ne se re´duisent pas a` des
relations entre attributs, et que re´ciproquement des relations logiques entre attributs
ne se re´duisent pas a` des relations entre sous-ensembles d’objets.
Ce furent de longues apre`s-midi de travail a` Te´le´com Bretagne ou` j’ai pu voir le
plaisir avec lequel Jean-Pierre faisait ce que j’ai appele´ son retour aux cate´gories. Car
de toute e´vidence, les bons concepts pour appre´hender le genre de correspondance
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que nous avions en teˆte sont les concepts familiers des cate´goriciens, foncteurs, trans-
formations naturelles ; concepts dont la de´termination par Eilenberg et MacLane
[1945] est a` l’origine de la the´orie des cate´gories.
De cette collaboration sortiront le quatrie`me chapitre de ma the`se de doctorat
[Boldini, 1994], repris dans [Barthe´lemy, Boldini,1994],ainsi que l’article [Barthe´lemy,
Boldini, 1995].
4. MORPHISMES ET CATE´GORIES
De fait, le retour de Jean-Pierre vers les cate´gories avait de´bute´ un peu plus toˆt, sous
la forme de l’inte´reˆt qu’il avait te´moigne´ lorsque j’e´tais alle´ vers lui avec un vague
sujet de the`se autour de l’application des notions cate´goriques dans le domaine de
la cognition.
Lorsqu’un peu na¨ıvement je lui avais fait part de mon enthousiasme pour Mor-
phismes et Cate´gories de Jean Piaget [1990], j’e´tais loin de me douter que j’avais en
face de moi un cate´goricien averti qui aurait la de´licatesse de me laisser faire mes
propres armes dans un domaine qu’il connaissait a` merveille.
Il faut dire que pour quelqu’un qui veut utiliser la The´orie des cate´gories dans les
sciences cognitives, il ne peut y avoir de meilleur encouragement que l’e´piste´mologie
ge´ne´tique piage´tienne. En effet Piaget prend tre`s au se´rieux l’approche structurale
des mathe´maticiens de son temps. Pour lui, les notions e´le´mentaires et fondamen-
tales mises a` jour par l’alge`bre moderne ne sont pas accidentelles : si on les retrouve
aux fondements des mathe´matiques, c’est parce qu’elles the´matisent des ope´rations
qui interviennent tre`s toˆt dans le de´veloppement cognitif. De`s 1937 dans La cons-
truction du re´el chez l’enfant [Piaget, 1937], il utilise la notion de groupe pour
analyser les conduites spatiales. On ne sera donc pas surpris de le voir s’inte´resser
aux concepts encore plus abstraits de´gage´s par les cate´goriciens. Il reformulera en
termes de morphismes et de correspondances (introduisant les niveaux intra, in-
ter, et trans morphiques) les ope´rations, pour lui fondamentales, d’assimilation et
d’accommodation aux sche`mes du sujet.
4.1. un mode`le . . .
L’analyse tre`s fine des divers types d’invariants et de correspondances faite par
Gil Henrique`s et Edgar Ascher [Henrique`s, 1990], permet assez aise´ment de saisir
les implicites cate´goriques, au sens mathe´matique du terme, de la nouvelle approche
de Jean Piaget.
C’est donc la lecture formelle de leur travail qui est a` l’origine du mode`le pre´sente´
dans [Boldini, 1994]. Les notions fondamentales de limite projective et inductive,
de foncteur et de transformation naturelle permettent de formaliser tre`s simplement
les notions de sche`me, d’invariant et de correspondance. Pour donner ici un ide´e du
genre de travail de mode´lisation dont il s’agit, de son inte´reˆt ainsi que de ses limites,
je rappelle les sept propositions constitutives du mode`le :
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1. Soit C une cate´gorie et I une cate´gorie indice, un sche`me est un foncteur
F : I → C tel que s’il existe une fle`che F (f) : F (A) → F (B), il existe une
fle`che F (g) : F (B)→ F (A).
B F (B)
{{vvv
vv
vv
vv
A
@@
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##H
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C F (C)
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figure 5. Sche`mes
2. Si le sche`me F posse`de une limite projective ω, cette limite est appele´e l’invariant
de remplacement ou la forme de F .
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figure 6. Invariant de remplacement
3. Les morphismes relatifs a` un sche`me F sont les fle`ches ω → F (A) ou` ω est
l’invariant de remplacement (la forme) de F .
4. La cate´gorie des morphismes relatifs a` l’objet A est la cate´gorieMA dont les
objets sont les fle`ches ω → F (A) ou` ω est l’invariant de remplacement (la
forme) de F et dont les fle`ches sont les paires (ω → F (A), δ → G(A)) telles
que le carre´ ci dessous commute.
ω //

δ

F (A) // G(A)
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5. Une correspondance intermorphique entre les sche`mes F et G est une trans-
formation naturelle entre les foncteurs F et G.
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correspondance intermorphique //
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δ
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F (C)
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//
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figure 7. Correspondance intermorphique entre sche`mes
6. Soient les sche`mes F1, F2, . . . , Fn, leur sche`me coordonne´ est la limite inductive
du diagramme dont les objets sont F1, F2, . . . , Fn et les fle`ches les correspon-
dances intermorphiques entre ces sche`mes.
F
F1
66nnnnnnnnnnnnnnn //
  A
AA
AA
AA
A
F2
``@@@@@@@
	
Fn
77ooooooooooooooo
GG
figure 8. Sche`me coordonne´
7. On dit que l’objet indice´ par A posse`de un invariant de transformation lorsque
la cate´gorieMA posse`de des limites inductives.
Le be´ne´fice de ce genre de travail est avant tout un gain dans l’intelligibilite´ des
approches structurales. Si l’on admet avec Wittgenstein que l’activite´ mathe´matique
est une activite´ de de´termination de concepts, on peut conside´rer que la the´orie des
cate´gories a de´termine´ de manie`re extreˆmement pre´cise les concepts ne´cessaires au
de´veloppement d’une vision structurale des mathe´matiques. Il n’y a donc rien de
surprenant a` ce que l’on retrouve les meˆmes concepts, plus ou moins bien explicite´s,
a` l’œuvre dans toute the´orie structurale, quel qu’en soit le domaine.
4.2. . . . et ses limites
Les limites, quant a` elles, sautent aux yeux, que l’on conside`re le mode`le ci-dessus, ou
d’autres comme celui propose´ par Andre´e Ehresmann et Jean-Pierre Vanbremeersch
[1987] dans le domaine de la biologie. Pour le dire vite, les dynamiques et les
processus concrets e´chappent a` ce type de formalisation. A` ce niveau d’abstraction,
les morphismes mis en e´vidence dans les mode`les n’ont pas de ve´ritable contenu : ce
sont les traces des transformations. C’est d’ailleurs ce sur quoi Piaget attire notre
attention en notant que les morphismes sont « transformables en leur forme, non
transformants quant a` leurs contenus » [Piaget, 1990].
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L’universalite´ des constructions cate´goriques exerce certes des contraintes for-
melles fructueuses sur toute description structurale d’un syste`me, mais on peut
regretter a` juste titre que ce soit a` un niveau trop macro pour saisir la dynamique
fine des transformations. C’est pourquoi, que ce soit en the´orie des syste`mes, en
the´orie du calcul ou en biologie, la pratique mode´lisatrice a privile´gie´ des formalismes
ad hoc, moins bien fonde´s mathe´matiquement, mais plus souples et plus intuitifs,
comme les re´seaux de Pe´tri ou les syste`mes de transition.
5. LE PRAGMATISME ENCORE
Pour en revenir a` nos travaux sur la cate´gorisation, c’est donc fort logiquement
que Jean-Pierre m’a incite´ a` articuler la finesse descriptive des syste`mes a` base
d’attributs et les contraintes structurales cate´goriques.
Ma premie`re tentative visait a` dynamiser l’Analyse formelle des concepts de´ja`
e´voque´e, en essayant de formaliser cate´goriquement, c’est-a`-dire en termes de fonc-
teurs et de limites, les e´volutions des contextes – les tableaux 0/1 – et leurs corre´lats
en termes de treillis de concepts. Ce fut un e´chec. Faute de trouver la bonne notion
de correspondance entre contextes, c’est-a`-dire celle qui « passe bien » au niveau
des treillis de concepts, il e´tait difficile d’aller tre`s loin dans cette direction.
Un autre angle d’attaque a consiste´ a` se donner d’emble´e les bonnes structures,
faisceaux d’attributs dans [Boldini, 1993], ou fibrations de Grothendieck dans le
cinquie`me chapitre de ma the`se [Boldini, 1995]. Ce fut techniquement tre`s instructif,
mais reconnaissons-le un peu de´cevant e´tant donne´ nos objectifs.
Car l’ambition e´tait beaucoup plus vaste, de´mesure´e assure´ment ; nous espe´rions
valider l’ide´e qu’il e´tait possible de de´gager la logique intrinse`que d’un processus de
formation de cate´gories. La structure de topos avec son langage interne e´tait, de
ce point de vue, l’exemple paradigmatique, et c’est elle qui e´tait vise´e par tous nos
efforts, parce qu’elle permet de comprendre le passage d’un niveau structurel a` un
niveau symbolique.
Il ne faut bien e´videmment pas surinterpre´ter les difficulte´s rencontre´es pour
mener a` bien un tel projet – on peut tout aussi bien les attribuer a` la nature du
proble`me ou a` mes incapacite´s et au manque de perse´ve´rance – il me semble toutefois
qu’elles pointent elles aussi vers un the`me pragmatique.
Selon la tre`s belle formule de Robert Brandom, « Logic is the linguistic organ of
semantic self-consciousness and self-control » [Brandom, 1994, p. 384]. Cela signifie
que la logique a une fonction expressive : elle permet d’exprimer, d’expliciter, des
pratiques infe´rentielles de´ja` a` l’œuvre. C’est tre`s exactement le rapport que l’on
retrouve entre une cate´gorie et son langage interne. Le cas de l’implication est
de ce point de vue exemplaire. Pour que le langage interne puisse exprimer une
implicationA→ B, il faut qu’un objet fonctionnel de ce type existe dans la cate´gorie,
c’est-a`-dire qu’il faut faire en sorte que les fonctions entre objets de la cate´gorie
forment un objet de meˆme nature que les autres objets, ce que re´alise tre`s bien la
cate´gorie des ensembles, et plus ge´ne´ralement toute cate´gorie carte´sienne ferme´e.
En d’autres termes, il faut que l’implication soit de´ja` la`, re´alise´e au plan pratique
comme me´canisme fonctionnel, pour pouvoir eˆtre exprime´e au niveau linguistique.
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C’est, on le voit, une exigence tre`s forte, et il y a peu de structures mathe´matiques
qui la re´alisent.
Les logiciens sont en ge´ne´ral rompus, pour le pire ou le meilleur, a` l’exercice
inverse : inventer ou de´couvrir les structures qui re´alisent les ope´rations logiques de
leur langage favori. On assiste au pire quand les structures en question ne sont que le
reflet ad hoc ou la paraphrase du langage donne´ ; au meilleur, quand c’est l’occasion
d’une ve´ritable inventivite´ mathe´matique, comme a pu le faire Dana Scott [1982] en
inventant les domaines qui portent son nom pour interpre´ter le lambda-calcul.
Voulant faire le chemin dans l’autre sens, il n’y avait que deux voies possi-
bles : mettre au de´part ce que l’on recherche en postulant que les structures qui
re`glent les relations entre objets et attributs soient dote´es des bonnes proprie´te´s
d’internalisation, ou bien partir des structures naturelles que l’on rencontre en clas-
sification, et eˆtre assez inventif pour les voir sous un autre jour, c’est-a`-dire les
re´-interpre´ter de manie`re a` atteindre nos objectifs. On le comprend aise´ment, seule
la seconde voie e´tait vraiment attirante, elle est toujours en attente d’une pleine
re´alisation.
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